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1. Konvexe Teilmengen des Rd sind Lebesgue-messbar und ihre topologischen Ränder
sind Borel-Nullmengen.

Hinweis: Approximieren Sie (topologisch) von innen durch das Innere und von außen
durch dessen Bilder unter zentrischen Streckungen an einem inneren Punkt.

2. Ist pX,A, µq ein Maßraum und pfnqnPN eine Folge von Funktionen fn P Mr0,8spX,Aq,
so auch

∞
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n“1 fn P Mr0,8spX,Aq und es gilt

ª

X
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n“1

fn dµ “
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n“1

ª

X

fn dµ.

3. Sei pX,Aq ein Messraum. Dann ist jede messbare Funktion f : X Ñ r0,8s der
monotone Limes ⌧n Õ f einer Folge messbarer Treppenfunktionen ⌧n : X Ñ r0,8q.

4. Eine Regelfunktion f : ra, bs Ñ R ist Borel-messbar und ihr Integral im Sinne von
Analysis I stimmt mit ihrem Lebesgue-Integral überein,

ª
b
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fpxq dx “

ª

ra,bs

f d�1 :“

ª

R
�ra,bsf d�1.

5. Wir betrachten den Vektorraum L
1
pRd

q “ L
1
pRd,Bd, �d

q versehen mit der Halb-
norm } ¨ }1 (vgl Vorlesung am Montag) gegeben durch

}f}1 “

ª

Rd

|f | d�d

und der von ihr induzierten Topologie.

(i) Die charakteristischen Funktionen der Quader in Q
d spannen einen dichten Un-

tervektorraum von L
1
pRd

q auf.

(ii) Der Raum CcpRd
q der stetigen Funktionen auf Rd mit kompaktem Träger ist ein

dichter Untervektorraum von L
1
pRd

q.

Wenn Sie Ihre Übungen bis Freitag dem 22.12.2023 um 16:00 Uhr in Moodle einreichen, versuchen wir Ihnen zu möglichst

vielen Ihrer Abgaben eine Rückmeldung zu geben. Bitte benennen Sie die Datei als B9 Name1 Name2, wenn Sie z.B. zu

zweit abgeben, wobei Name1 der Nachname der einreichenden Person sein sollte.

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Sei KCR konvex

Bett DK ist Lebesguemessbar
2 2K ist Borel Nullmenge

Beweis innere
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L

1 Schritt
KLEFFELkonvexe

Mengen

Also genügt es zu zeigen dass beschränkte
konvexe Mengen Lebesguemessbar sind
Ferner

JKCLPIKNB.no
Also genügt es zu zeigen das Ränder beschränkter
Konvexer

Mengen Borel Nullmengen sind



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Also jetzt K beschränkt

Es genügt zu zeigen 2k ist Lebesgue Nullmenge

ms K ICQ 200

k
Falls K KC Hyperebene

Nullmenge

Sonst BdA OEK
Sei 5 0 Dann
JKCCNSI.HR 49K

β SK BLASII BTK
159 1 k

5.2 p

YAK 0

Jk Bord Nullmenge
Knie Lebesgue Nullmenge

K kW Knie Lebesguemessbar



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

µ f nen ff ME

Bet Eff Man XA

und JE.tn du Ea ffndp

Beweis Gn Ente Mao X A

g FEE Erft Vgl Vorlesung Stabilität
unterGrenzwerten

Monotone Konvergenz von B Levi

TEAdu 1k Indy gnde
Füierg

Linearität.IE E du ffndie



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Aufgabe 2

Bek FZfnEME.org X A und IEifndy ffndie

Beweis

Jn EsfkEME.co XA

jnt E.fr Effie

Monotone Konvergenz von B Levi

Ffndu yeondrjE.im in die
linearität

ftp.E.n frdu En ffndu



X A Messraum

Bet Jedes fehlte XA ist monotonerLimes
In If einer Folge messbarer Treppenfkt

Beweis Zu solchem f setze
In In ft In min Inn

Bed ist messbar In messbar

In messbar Luft messbar

Ln.fi Emd Fch f Eo ran

Luca xcTäfdnfmessbow

In messbar In messbar

Bet In steigt schwach monoton
Für mit fixt 00 gilt Im 00

Für mit fix coo ist zu zeigen F Ln kann

n a Lny 1 hunts Yt

In steigt monoton
Bek In f
Beweis Falls foto Tula n 00 sonstTrix fixEinen f für ns fix Tula fixt



Sei f Laib R eine Regelfkt

f ist treppenapproximierbar dh
esgibt Treppenfkt In EIN EHEN

µm
in II if

Bet f ist Borel messbar und
Patandx dB NEIN

Beweis können annehmen dass fso sonst betrachte

ft n f getrennt

0B.d.A.HTn fla.bg durchWahl vonTeilfolge

Sei In Tn Treppenfkt mit

In f
In Jim f



also
OBDA Tief

Sei In max In In Treppen7kt mit

In Ef
In fglm.no BdA In f

Beachte Treppenftet im Sinnevon Ana I sind

Borel messbare Treppenfunktion im Sinne von Ana II

Ehf Borelmessbar

Patina.pk KTnadx 4EE IEEETE
unabhängigvonWahlenAnaI
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